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Θέμα 1ο 

A. Θεώρημα σχ. βιβλίου σελ. 251 
 
Β. Ορισμός σχ. βιβλίου σελ. 213 
 
Γ. α.   Σωστό 
     β.   Σωστό 
     γ.   Λάθος 
     δ.   Λάθος 
     ε.   Λάθος 
 
Θέμα 2ο 

Α. α. Έστω ,  .Τότε:  z x yi= + x, y∈ℜ
( ) ( ) ( ) ( )z 2 1 2 1 i x yi 2 1 2 1 i

x 1
x 2 1 2 y x 2
y 2 1 x 1y 2 1

2

= λ + + λ − ⇔ + = λ + + λ − ⇔

− ⎫λ = ⎪= λ + ⎫ ⎪⇔ ⇔ ⇔ = −⎬ ⎬= λ − −⎭ ⎪= ⋅ −
⎪⎭

 

άρα η ευθεία στην οποία κινούνται οι εικόνες των μιγαδικών έχει εξίσωση 
ε:  y x 2= −

β. 

 1

 

Μo(1,-1) 

 

y 

x

ε: y x 2= −  

δ:y x=−  

Μ(z) z

(0,-2) 

O(0,0) (2,0)

 
Αφού οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία ε: y = x – 2 και το (z OM= ) =απόσταση 
της εικόνας του z από την αρχή των αξόνων του μιγαδικού επιπέδου, για να βρούμε τον 



0z  για τον οποίο 0z mi= n  πρέπει να βρούμε το σημείο Μο( z ) της ευθείας ε που 
απέχει από το Ο ελάχιστη απόσταση. Επομένως, θα φέρουμε από το Ο ευθεία   
και θα βρούμε το σημείο τομής τους. 

0

δ ⊥ ε

 
Η ευθεία δ είναι κάθετη στην ε, άρα ισχύει: 1 1 1 1δ ε δ δλ ⋅λ = − ⇔ λ ⋅ = − ⇔ λ = −  
και διέρχεται από το Ο(0, 0), άρα έχει εξίσωση : y xδ = − . 
Το σημείο  είναι το σημείο τομής των δύο ευθειών ε και δ και έχει συντεταγμένες 
τη λύση του συστήματος: 

0M

y x 2 x 2 x 2x 2 x 1
y x y x y x y
= − − = − = =⎫ ⎫ ⎫

⇔ ⇔ ⇔⎬ ⎬ ⎬= − = − = − = −⎭ ⎭ ⎭ 1

) i

 

Άρα   και ο μιγαδικός που έχει εικόνα το  είναι ο (0M 1, 1− 0M 0z 1= − . 

B.  

 2

0z 1= − i   ο μιγαδικός του προηγούμενου ερωτήματος και w x yi  x,y= + ∈ℜ  
Η δοσμένη σχέση γίνεται: 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

w w 12 1 i w w 13 i 0 x y x yi 13 i 0

x y x 13 1 y i 0

+ − = − ⇔ + − + = ⇔ + + − − + = ⇔

⇔ + + − + − = ⇔
 

2 2 2 2x y x 13 0 x 1 x 13 0 x x 12 0
1 y 0 y 1 y 1

x 4 ή x 3 x 4 y 1
y 1 x 3 y 1

⎫ ⎫+ + − = + + − = + − =⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎬ ⎬
− = = =⎪ ⎪⎭ ⎭

= − = = − =⎫
⇔ ⇔⎬= = =⎭

⎫⎪⇔⎬
⎪⎭

ln1 1= α − =

)+∞

)

 

άρα  1 2w 4 i  ,   w 3 i= − + = +
 
Θέμα 3ο

Α.   
( ) ( )

( )

x

f

f x α ln x 1 ,    α 0,  α 1

D 1,

= − + > ≠

= − +∞
 

Παρατηρώ ότι f 0 , άρα η δοσμένη σχέση , για κάθε , 
γράφεται : 

( ) 0 f (x) 1≥ x 1> −

( ) ( )f x f 0≥  για κάθε  x 1> −

άρα η f στο 0 ∈ −  παρουσιάζει ελάχιστο. ( 1,
 
Η f είναι παραγωγίσιμη στο   ως πράξη παραγωγισίμων συναρτήσεων με : ( 1,− +∞

( ) ( ) ( )( ) ( )x x x1 1f x α ln x 1 α ln α x 1 α ln α     (1)
x 1 x 1

′ ′ ′′ = − + = − + = −
+ +

 

Επομένως η f παραγωγίζεται και στο 0, εσωτερικό σημείο του ( )1,− +∞ , άρα ισχύει το 
θεώρημα του Fermat, οπότε : 

( )
(1)

0 1f 0 0 α lnα 0 lnα 1 0 lnα 1 α e
0 1

′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =
+

 

 



 
Β. 
α. 

x

x

Για α e,  f (x) e ln(x 1) η οποία είναι παραγωγίσιμη 
ως πράξη παραγωγισίμων με : 

1f (x) e  παραγωγίσιμη ως πράξη παραγωγισίμων με :
x 1

= = − +

′ = −
+
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x x x
2 2

1 1 1f (x) (e ) e (x 1) e 0  για κάθε x 1   (2)
x 1 (x 1) (x 1)

′⎛ ⎞′′ ′ ′= − = + ⋅ + = + > > −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
 

Επιπλέον η f είναι συνεχής στο ( 1, ) και f (x) 0 στο ( 1, ) ′′− +∞ > − +∞  

άρα η f είναι κυρτή στο ( 1, ).− +∞  

β. 

( )

x

0

1f (x) e   
x 1
1f (0) e 1 1 0

0 1
Προφανής ρίζα της f (x) 0 είναι το 0.

f (x) 0 ( ό .)  για κάθε x 1
ή f  στο 1,+

 f (x) συνεχής στο ( 1,+ )

′ = −
+

′ = − = − =
+

′ =
′′ > απ α > − ⎫

 

  Επειδ ⇒ − ∞⎬′η − ∞ ⎭

Ά α α α x 1,  με 1 x 0 f x f 0 f x 0 α ή f x 0 στο 1,0

ενώ για τα x 1,  με x 0 f x f 0 f x 0 α ή f x 0 στο 0,

′
′ ′ ′ ′ρ γι τ ∈ − +∞ − < < ⇒ < ⇒ < δηλ δ < −

′ ′ ′ ′∈ − +∞ > ⇒ > ⇒ > δηλ δ > +∞

στο 0,
f (x) συνεχής στο 0,

Τελικ

′ < στο − ⎫⎪⇒ −⎬
− ⎪⎭

′ > στο ∞ ⎫⎪⇒ +∞⎬
+∞ ⎪⎭

( ) ( ) ( )

′

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f    

f    ′

 

( )
( ]

( ]

( )
[ )

[ )

ά

f (x) 0  1,0
f    στο 1,0

f (x) συνεχής στο 1,0

f (x) 0  0,+
f    

 

( ) ( )f 1 x 2 f 1 x 1= β − − + γ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦h x  γ.  Θεωρώ 

Ορίζεται στο ℜ  άρα και στο [ ]1, 2  

Είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο ℜ  άρα και στο [ ]1, 2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h 1 f 1 1 2 f 1 1 1 f 1= β − − + γ − − = − β −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h 2 f 1 2 2 f 1 2 1 f 1

ό  h 1 h 2 f 1 f 1    1

= β − − + γ − − = γ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
Τ τε = − β − γ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

• f  στο (  άρα ισχύει )1,0− ( ) ( ) ( )f x f 0  για κάθε x 1,0> ∈ −  



( ) ( )
( ) ( )

έ  f x 1 για κάθε x 1,0  

άρα και f x 1 0 για κάθε x 1,0  

επομ νως > ∈ −

− > ∈ −
 

• f   στο (0,+ ∞ ) άρα ισχύει ( ) ( ) ( )f x f 0  για κάθε x 0,+> ∈ ∞  

( ) ( )έ  f x 1 0 για κάθε x 0,+  επομ νως − > ∈ ∞  

( ) ( ) ( )Τελικά:  f x 1 0 για κάθε x 1,0 0,+  − > ∈ − ∪ ∞

( ) ( )ή β,γ 1,0 0,  ισχύει:επειδ ∈ − ∪ +∞  
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1f 1 0
f 1 f 1 0 f 1 f 1 0 h 1 h 2 0

f 1 0
β − > ⎫⎪⇒ β − γ − > ⇔ − β − γ − < ⇔ <⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎬ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦γ − > ⎪⎭

)

 

Άρα ισχύει το Θ.Bolzano για την h στο [1,2] οπότε υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα 
 τέτοια ώστε: (1, 2ρ∈

( )
( ) [ ] ( ) [ ]

( )
f 1 2 f 1 1 0

h 0
1,2 1 0 και 2 0

⎫β − ρ− + γ − ρ− =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ρ = ⇔ ⇔⎬
ρ∈ ⇒ρ− ≠ ρ− ≠ ⎪⎭

 

( ) [ ]
( )( )

( ) [ ]
( )( )

( ) ( )f 1 2 f 1 1 f 1 f 1
0 0

2 1 2 1 1 2
β − ρ− γ − ρ−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ β − γ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ = ⇔ +
ρ− ρ− ρ− ρ− ρ− ρ−

=  

Οπότε υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα ρ της δοσμένης εξίσωσης 
( ) ( ) ( )f 1 f 1

0  στο 1,2  
x 1 x 2
β − γ −

+ =
− −

 

 
Θέμα 4ο
α. 

( )

( ) ( ) [ ]

( ) ( )

x

0

 f  είναι συνεχής στο [0,2],
xf x  είναι συνεχής στο [0,2] ως γινόμενο συνεχών, 

άρα έχει αρχική την x tf t dt,ορισμένη και παραγωγίσιμη στο 0,2 ,

  x xf x

Η

Η = ∫

′με Η =

 

 
Η H(x) είναι συνεχής στο [0, 2], άρα και στο 0, οπότε : 

( )
0

x 0 0

x 0

lim x H(0) tf (t)dt 0

lim x 0
→

→

Η = = =∫

=

0

 

H(x), x παραγωγίσιμες κοντά στο 0 και ( )x 1′ = ≠ , άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις de l’ 

Hospital, άρα :
( )

( )
x 0 x 0 x 0

H(x) H (x)lim lim lim xf (x) 0 f (0) 0     (1)
x x→ → →

′
= = = ⋅ =

′
 

H  είναι παραγωγίσιμη στο [0, 2] ως αρχική της συνεχούς f, άρα και συνεχής, 

οπότε :   

x

0
f (t)dt∫

x 0

x 0 0 0
lim f (t)dt f (t)dt 0    (2)
→

= =∫ ∫

 



Για τα x κοντά στο 0 : 
x

0

H(x)G(x) f (t)dt 3
x

= − +∫  

(1)x x

x 0 x 0 (2) x 0 x 0 x 00 0

H(x) H(x)lim G(x) lim f (t)dt 3 lim lim f (t)dt lim 3 0 0 3 3     (3)
x x→ → → → →

⎡ ⎤= − + = − + = − + =∫ ∫⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( ) ( )
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( )

( )

2
2

2 22

2 2 22 2

Για τα t 1,0 0,1  ορίζω

1 1 t

1 1 t 1 1 t 11 1 tg(t)     (4)
t t 1+ 1 tt 1 1 t

∈ − ∪

− −

− − − ++ −= = = =
−+ −

 

Τότε : 
(4)

2t 0 t 0

2 (5)

2t 0

x 0

1 1lim g(t) lim     (5)
21 1 t

1 1 t 1G(0) 6lim 6 3   (6)
2t

Από (3),(6) έχω lim G(x) G(0),

→ →

→

→

= =
+ −

− −
= = ⋅

=

=  

άρα η G είναι συνεχής στο 0. 

Επιπλέον η 
x

0

H(x)G(x) f (t)dt 3
x

= − ∫ +  είναι συνεχής στο (0, 2] ως πράξη συνεχών, άρα 

τελικά η G(x) είναι συνεχής στο [0, 2]. 

β. 
( )

x

0

x  παρ/μη στο [0, 2] άρα και στο (0,2)
x  παραγωγίσιμη στο  άρα και στο (0,2)

f (t)dt παρ/μη στο [0, 2] άρα και στο (0,2)

άρα η G(x) παραγωγίσιμη στο (0,2) ως πράξη παραγωγισίμων

Η

ℜ

∫
 

( )
x

2
0

2

2 2 2 2

H(x) (x) x H(x) (x)G (x) f (t)dt 3 f (x)
x x

xf (x) x H(x) x f (x) H(x) H(x)f (x) f (x)
x x x x

′′ ′ ′Η ⋅ − ⋅⎛ ⎞⎛ ⎞ ′′ = − + = − =∫⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅ − ⋅
= − = − − = −

 

 
 
 
 
 
 
 
 



⇔γ. Από υπόθεση  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0
t 2 f t dt 0 tf t dt 2 f t dt 0− = ⇔ − =∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 0 0 0

H 2
tf t dt 2 f t dt H 2 2 f t dt f t dt  1

2
⇔ = ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫  

Θεωρώ την G η οποία είναι :
( ) [ ]
( ) ( )

ό ερώτημα α : συνεχής στο 0,2          
από ερώτημα β : παραγωγίσιμη στο 0,2
⎧απ⎪
⎨
⎪⎩

 

( )

( ) ( )
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( )
( )

( ) ( )
12 2 2

0 0 0

G 0 3 από το ερώτημα (α)

2
G 2 f t dt 3 = f t dt f t dt 3 3

2

=

Η
= − + − + =∫ ∫ ∫

 

( ) ( )Άρα G 0 G 2=  
Οπότε ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Rolle στο [0,2] οπότε υπάρχει 

( ) ( ) ( ) ( )
0

2

α
α 0, 2  τέτοιο ώστε:   G α 0 0 α 0

α

α≠Η
′∈ = ⇒ − = ⇔Η =  

δ.  
Α’ τρόπος
α (0,2)∈  από το προηγούμενο ερώτημα άρα 0 α 2< < . 
Θεωρώ την G(x) και το [ ] [ )0,α 0, 2⊂  στο οποίο η G είναι συνεχής από το ερώτ. (α).  

Η G(x) παραγωγίσιμη στο  επειδή είναι παραγωγίσιμη στο (0,2)  από το ερώτ.(β), 
άρα ισχύει Θ.Μ.Τ.  

(0,α)

Oπότε υπάρχει  ξ (0,α)∈  τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

α α

0 0

α
f t dt 3 3 f t dtG α G 0 αG   

α 0 α α

γ
Η

− + − −∫ ∫−
′ ξ = = =

−
1  

( ) ( ) ( )
2

H x
Ό  από το β :  G x  

x
−

′μως =   άρα  ( ) ( ) ( )
( )0

2 2

tf t dtH
G  2

ξ
−∫− ξ

′ ξ = =
ξ ξ

 

Τότε (1) λόγω (2) γίνεται 
( ) ( )

( ) ( )

ξ α

ξ α
20 0

2
0 0

tf t dt f t dt
α tf t dt ξ f t dt

αξ

− −∫ ∫
= ⇔ =∫ ∫  

Β’ τρόπος 

( ) ( )
( )

Θεωρώ συνάρτηση  

α

0
f t dt

x G x x
α

∫
= + ⋅φ   και το  [ ]0,α . 

Η  είναι συνεχής από (α) ερώτημα στο ( )G x [ ]0,α  και παραγωγίσιμη στο (  από 
το (β) ερώτημα 

)0,α

( )
α

0

1x f t d
α
⋅ ∫ t   συνεχής στο ℜ  άρα και στο [ ]0,α  και παραγωγίσιμη στο ℜ  

άρα και στο (  ως πολυωνυμική )0,α

άρα η    συνεχής στο [( )φ x ]0,α  ως πράξη συνεχών και παραγωγίσιμη στο (  ως 
πράξη παραγωγίσιμων. 

)0,α



( ) ( ) ( ) ( )
α

0

1φ 0 G 0 0 f t dt G 0
α

= + ⋅ ⋅ = =∫ 3 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

α

α α
0

0 0

f t dt H α
φ α G α α f t dt 3 f t dt 0 3 3

α α

∫
= + ⋅ = − + + = + =∫ ∫  

Άρα    οπότε ισχύει το Θ. Rolle για την συνάρτηση φ άρα υπάρχει ένα 

τουλάχιστον    τέτοιο ώστε  
( ) ( )φ 0 φ α=

(ξ 0,α∈ ) ( )φ ξ 0′ = . 

( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

α α

0 0
2

f t dt f t dtx
φ x G x x

α αx

∫ ∫Η′′ ′= + ⋅ = − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

α α

0 0
2 2

ξα α
2 2

0 0 0

f t dt f t dtξ ξ
φ ξ 0 0

α αξ ξ

α ξ ξ f t dt α tf t dt ξ f t dt

∫ ∫Η Η
′ = ⇔ − + = ⇔ = ⇔

⇔ ⋅Η = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫

 


